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Prof. Romero Tavares da Silva

16. OscilacOes

Quando o movimento de um corpo descreve uma trajetoria, e a partir de um certo
instante comeca a repetir esta trajetoria, dizemos que esse movimento é periodico. O
tempo que o corpo gasta para voltar a percorrer 0s mesmos pontos da trajetéria é chama-
do de periodo.

No nosso cotidiano existem inUmeros exemplos de movimento periodico, tais como
0 péndulo de um relégio ou um sistema massa - mola, quando um desses conjuntos des-
crevem um vai e vem em torno das suas posi¢des de equilibrio.

O movimento harménico simples - MHS

O movimento harmdnico simples - MHS é movimento periddico, e portanto o objeto
passa novamente por uma dada posi¢cdo depois de um periodo T . O periodo é o inverso
da a frequéncia f de oscilacao:

T=1
f

Um exemplo tipico de aparato que se

7

movimenta segundo um MHS é sistema [
massa-mola. Uma mola tem uma de suas ::
extremidades presa em uma parede rigida e =

a outra extremidade esta presa em um cor-
po que esta sobre um superficie sem atrito.
Quando deslocado de sua posi¢cao de equi- L e B )
librio o corpo comeca a oscilar.

Um objeto que se desloca em MHS tem a sua posicao descrita pela equacao

X(t) = xm cos(wt + ¢)

onde
xm = amplitude de oscilacao (wt + ¢) = fase
w = frequéncia angular de oscilacao ¢ = constante de fase

Quando a constante de fase assume o valor ¢ = - W2 a equacgdo anterior, que
descreve o movimento do corpo, tem a forma:

X(t) = xm sen wt

A medida que o tempo evolui, 0 corpo ocupa as diversas posi¢des mostradas na fi-
gura a seguir.

Em cada posi¢cao ocupada, o corpo tera uma velocidade correspondente, como ve-
remos mais adiante.

Cap 16 www. fisica.ufpb.br/~romero 2



Prof. Romero Tavares da Silva

1 >
0rs
Também em cada posicdo, ele tera

uma aceleracdo correspondente. Tanto a @
aceleracdo quanto a velocidade variam a E-
medida que a posicao se altera. =

[

] n‘ > L]
-1 -04 0 0s 1
Espagol Xm]

O gréfico da posicdo em funcdo do tempo toma diversas formas quando modifica-
mos a amplitude, frequéncia ou constante de fase.

Quando alteramos a amplitude de
oscilacdo, o movimento se consuma para
deslocamentos maximos diferentes, mas
com mesma frequéncia e mesma constante
de fase. Desse modo os dois movimentos
alcancam os extremos no mesmo instante.

ASrnplitude = diferente =

Quando aumentamos a frequéncia (e con-
sequentemente diminuimos o periodo), os
movimentos terdo a forma descrita a seguir
onde a funcdo de maior periodo é a verme-
Iha e a de menor periodo é azul.

Pou Iga0

Quando variamos a constante de fase, a
funcdo mantém a forma, mas sofre um
deslocamento, como é mostrado a seguir.

Tt pa
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Prof. Romero Tavares da Silva

Frequénciaz diferertes Constartes de fase dfererntes

o
Pollgan

Tampo Teoin pa

Como o movimento é periodico, teremos gque as posi¢cdes se repetem depois de um
tempo igual ao periodo T, ou seja:

X(@t) =x(t+T)

e portanto:
X(t+ T) = xm cos[w(t + T) + @] = x(t) = Xm cos[(wt + @) + wT]
logo:
2
wT =21 [ %"" T
Hv =2 f

MHS - A velocidade
dx
v(t) = pry = —wx,, sen(wt +¢)

Definindo a amplitude da velocidade vy =w Xy , encontramos que:
v(t) = -v, sen(wt +¢)

MHS - A aceleracéo
dv
a(t) = ot =-wv,, cos(wt +¢)

Definindo a amplitude da aceleracdo ay = w vy = W? Xy , encontramos que:
a(t) = —a, cos(wt +¢)

ou ainda
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Prof. Romero Tavares da Silva
a(t) = —w?x(t)
MHS - A Lei da forca

Considerando um sistema massa - mola que obedeca a Lei de Hooke e supondo
gue a resultante das forcas que atuam na massa € a forca restauradora da mola, encon-
tramos que:

F =ma=-mw?x

Mas
F=-kx
logo

O \/?
Ow =,—
m

k=mw?® 0O E

[l
D’=2n\/E
0 k

MHS - Consideracdes sobre energia

A energia potencial elastica de um sistema massa - mola é definido como:

U(t) = =k x* = =k x2 cos?*(wt +¢)

N |~
N |~

e a energia potencial desse sistema € definida como:
K(t) = %mv2 = %m[—w x,, sen(wt +¢)°
Se considerarmos que m w? = k , encontramos que:
K(t) = %k x2 sen’(wt +¢)
A energia mecanica E , definida como a soma das energias cinética K e potencial

U, terd a forma:

E=U+K :%kx;: constante
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E
E
K(x)
(x)
o m
a7
: :
K(x)
U(x)
Ternpo ~ 8 T -Xm Posiglo + Xm
A equacéo para o MHS
2
F=m d 1( =-kx
dt
ou seja:
2
d°x N k B( -0
dt* OmQ
ou ainda:

2
d )2(+w2x:0 onde W:\/E
dt m

A solucéo mais geral da equacgéao anterior tem a forma:
x(t) = Ae”™

onde A e a sao constantes a determinar. Usando a solu¢éo, encontramos:

O
Dd—X:Aore"’t
o dt

D 2

[d*x

T =Aa’e”
dt?

Aplicando estes resultados na equacao do MHS, temos que:

Aa’e™ +w?Ae™ =0
ou ainda:
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Ae"‘(ar2 +w2): 0

Como A e o sao diferentes de zero, em principio, a Unica forma da equacéo aci-
ma se anular serd quando:

+w?=0 0O a’=-w® 0O a=ziw

a
A solucéo da equacéo do MHS toma, entéo, a forma:
X(t)=Ae™ +A,e™

A solugéo da equacgdo do MHS podera tomar outra forma se redefinirmos as cons-
tantes A; e A,, da seguinte forma:

B 2

O

|:| _ 1 _|¢
%0\2 = EXMe

1 +i(wt+ 1 —i(wt+
X(t) = Xue () +—2 x, e t)
Considerando a formula de De Moivre:

e’ =cosf+isen® O cosb :%(e*‘g +e™)

temos que:
X(t) = x,, cos(wt + ¢)

Um oscilador harménico simples angular - O péndulo de torcao

Vamos considerar um disco preso a um fio
gue passa pelo seu centro e perpendicular a sua su-
perficie, como mostra a figura ao lado.

Se giramos o disco a partir de sua posicao de
equilibrio (6 = 0 ) e depois soltarmos, ele ira oscilar
em torno daquela posicdo em Movimento Harmonico
Simples - MHS entre os angulos (6=-6y) e
(6=+6m)

Rodando o disco de um angulo 6 em qual-
quer direcao, faremos surgir um torque restaurador
dado por

=-Kk0
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onde kapa ( k) € a constante de torcao.
Como a forga restauradora € a Unica que atua no plano do disco, ela provocara o
torque resultante:

T=la

onde | é o momento de inércia do disco e a é a sua aceleracdo angular. Desse modo,
temos que:

T=|d €=—K9
dt
ou seja:
2
49 . Hh=o
dt* 0O g

A equacéao anterior define a frequéncia angular de oscilacéo do péndulo de torcao:
I K

6(t) = By cos(wt + J)

e tem como solucao:

Péndulos

Os péndulos fazem parte de uma classe de osciladores harménicos simples nos
quais a forca restauradora esta associada a gravidade, ao invés das propriedades elasti-
cas de um fio torcido ou de uma mola comprimida.

O péndulo simples

O péndulo simples é composto de um corpo
suspenso através de um fio de massa desprezivel, e
ele é posto a oscilar em torno de sua posicao de equi- A
librio. No seu movimento a corpo descreve um arco de
circunferéncia.

A componente do peso, tangencial ao desloca-
mento é a forca de restauracdo desse movimento, L
porque age no corpo de modo a trazé-lo de volta a sua

posicao central de equilibrio.

A componente do peso, perpendicular ao deslo-
camento € equilibrada pela tracéo exercida pelo fio, de v
modo que a resultante das for¢as tem a forma:
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d’s

F :—mgsenB:md

t2

onde s é o deslocamento medido ao longo do arco que descreve a oscilacédo, e o sinal
negativo indica que a forca age na direcdo da posicao de equilibrio - como no caso do
sistema massa - mola. O arco s é definido como

s=L6 0O

temos que:

d22 +@Esen9:0
dt° [LQO

Para pequenas oscilacdes do péndulo, podemos aproximar senf = 6 , e teremos

entao:
46, Bh=o

2+
dt L0

A equacao anterior define a frequéncia angular de oscilacédo do péndulo simples:
L g

6(t) = 6y cos(wt + J)

e tem como solucao:

O péndulo fisico

A maior parte dos péndulos do mundo real ndo € nem ao menos aproximadamente
simples.

Vamos considerar um objeto de forma arbitra-
ria, que pode oscilar em torno de um eixo que passa
pelo ponto O , perpendicular a folha de papel. O eixo
esta a uma distancia h do centro de massa, onde
atua a forga peso.

Quando o péndulo da figura ao lado é deslo-

cado de sua posicéo de equilibrio de um angulo 6,
surge um torque restaurador

T=rxF

com modulo:
T=-(mg senb) h

e esse € o torque resultante, portanto:
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Prof. Romero Tavares da Silva

d?e
T=la=1—;
dt
ou seja:
2
T:—mghsenezldg
ou ainda:
d9+5@&en9:0
dt> O 0O

Para pequenas oscilacdes do péndulo, podemos aproximar senf = @ , e teremos

entao:
d’e . mghEe:O
ol O

dt

A equacao anterior define a frequéncia angular de oscilacdo do péndulo fisico:
W = m_gh O T =2 l_
Vi mgh

6(t) = By cos(wt + J)

e tem como solucao:

MHS e o movimento circular e uniforme

Vamos considerar um corpo que descreve um movimento circular e uniforme, com
velocidade constante v em um circulo de raio R . O vetor posicdo r(t) que descreve a

trajetoria do corpo tem madulo constante, e suas proje¢cdes nos eixos cartesianos sao da-
das por:

A

F(t) =ix(t) + jy(t) y
onde
X(t) = R cos(wt + -
. ® (wt + 9) -
y(t) = R sen(wt + ¢) Mg
Observando a forma funcional de X
X(t) podemos concluir que o Movimento
Harmonico Simples é a projecdo do movi-
mento circular e uniforme num diametro do

circulo onde este Ultimo acontece.
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Ay by
v(t)
a(t)
wt + ¢ b \wt + ¢
» x : » ¥
A velocidade tem a forma: A aceleracao tem a forma:
- dr - dv
V(t) =— a(t) =—
(t) p (t) p™
V() =iv, + v, a(t) =ia, + ja,
Vx = - W R sen(wt + ¢) ax= - W? R cos(wt + ¢)
vy =+ W R cos(wt + ¢) ay = - W’ R sen(wt + ¢)

MHS amortecido

Em diversas situacdes do nosso cotidiano, 0s movimentos oscilatorios tém uma du-
racao finita, eles ttm um comeco e um fim. Nao ficam se movendo no ir e vir de modo
indefinido. Isso acontece, basicamente, devido a atuacao de forcas dissipativas tais como
as forcas de atrito.

Em uma situacéo simples as forcas dissipativas podem ser representadas por uma
funcdo que depende linearmente da velocidade.

Vamos considerar um sistema composto de uma mola de constante elastica k
com uma das extremidades presa ao teto e a outra suspendendo um corpo de massa m .
Nesse corpo esta presa uma haste vertical que tem a sua outra extremidade presa a um
anteparo que esta mergulhado em um liquido. Quando o anteparo se move no liquido
esse movimento é amortecido por uma forca que surge devido a viscosidade do liquido.
Essa forca dissipativa pode ser descrita por uma equacao do tipo:

FA:-bV

onde b é chamado de constante de amortecimento. A resultante das forcas que atuam
no corpo de massa m é dada por:
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=-kx-bv
ou seja:
ma=-kx-bv

A forma diferencial da equagéo anterior é:

2
md = —-kx —bd—x
dt® dt
ou
X+&BL+W X =0
mOdt
onde

_ |k
w, = -
A solucédo da equacéo diferencial anterior tem a forma:

x(t) = A e™

onde A e a sé&o constantes a serem determinadas. Aplicando essa forma na equacao
diferencial encontramos que:

Aa’e™ + BEBAae"‘ +w;,Ae” =0
om
ou seja:

.0, b .0
=0
3Bl

0

Como Ae”™ #0 , teremos entdo que:

GZ+BEE7+W§=O
om [

cujas solugdes séo:

N

_by BQB — 4w,
m on [

a=
2
ou ainda:
b b
2 4 H2H- -w;
2m Pm[]
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Vamos considerar inicialmente que o movimento é sub-amortecido :

w§>B£

O

[Zm
e definir:
w, = w2 - BEH
Zm[]
logo:
b .
a=—-——==iw,
2m

A funcédo x(t) tera, entdo, a forma:

Wzt ————iw,zt

bt
X(t)=Ae?®™  +Ae?™

ou seja:
bt

X(t) = (Ale”wf*t +A,e™ )e_%

e usando uma transformacao equivalente aquela do MHS, temos que:

x(t) = x,,e 2" cos(w ,t +¢)

A equacédo da posicao em fungéo do
tempo tem a forma da curva da figura ao
lado. Ela € um cosseno multiplicado por
uma exponencial, e o resultado € um cos-
seno cuja amplitude de oscilagdo vai dimi-
nuindo a medida que as oscilacbes se pro-
cessam.

Um exemplo tipico dessa situacéo é a
porta dos saloons dos filmes de bang-bang.
Quando alguém passa pela porta ela inicia
a oscilacdo com uma grande amplitude, que
vai diminuindo com o tempo.

Toempa

Quando supomos que 0 movimento é super-amortecido , temos que:

w; <B£H
PmQg

temos
2

w, = Blg -w/

[Pm

Cap 16 www. fisica.ufpb.br/~romero
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e 0 parametro a agora tem a forma:

a=-——1tw

2m = °

e a partir dele encontramos a equac¢dao da posi¢do em fungéo do tempo:

bt

—_ +wgt ~wgt _7m
X(t) = (Ale e+ Ae™ )e 2
ou, se redefinirmos as constantes:

X(t) = xMe_%m cosh(wBt + ¢)

A equacédo da posicao em fungéo do

tempo tem a forma da curva da figura ao
lado. Ela é um cosseno hiperbolico multipli-
cado por uma exponencial, e o resultado é
um decréscimo monoténico da amplitude.

Na realidade ndo chega a acontecer ne-
nhuma oscilacdo, e a medida que o tempo
evolui , a amplitude de oscilagao vai ficando
sempre menor.

Posiglo
&
[l

Um exemplo tipico dessa situacéo é a
porta dos escritorios. Quando alguém passa
pela porta ela inicia a um movimento em

direcdo ao repouso na posicao de equilibrio.

Tempa
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Solucéo de alguns problemas

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

01

Um objeto sujeito a um movimento harmonico simples leva 0,25s para ir de um
ponto de velocidade zero até o préximo ponto onde isso ocorre. A distancia entre es-

ses pontos é de 36¢cm .

a) Calcule o periodo do movimento. A

< >

A =36cm = 0,36m = 2Xum |

|
T/2 = 0,255 X X=0

|
I
+Xm

>

Considerando o movimento harménico simples, a velocidade é nula nos dois
pontos de elongacdo maxima X = # Xy . Por outro lado, o tempo para ir de um

extremo ao outro é igual a metade do periodo. Desse modo:
T=0,5s
b) Calcule a frequéncia do movimento.
f=1/T=1/05 [ f=2Hz
c) Calcule a amplitude do movimento.

XM = 0,18m

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

03

Um bloco de 4,0Kg esta suspenso de uma certa mola, estendendo-a a 16,0cm

além de sua posicao de repouso.

a) Qual a constante da mola?

m; = 4Kg
L=16cm =0,16m

Como o bloco esta em repouso, existe
o equilibrio entre as forcas que estao
atuando nele. O peso e a forca restau-
radora elastica sdo iguais, logo:

F+P, =0 LI
ou seja:

kL-myg=0

=1,

Cap 16 www. fisica.ufpb.br/~romero
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_mg _4x98
L 0,16
k = 245N/m

w, = /L:W/ﬁ:ZSrad/s O T1:2—n:0,8$
m, 4 w,

b) O bloco é removido e um corpo de 0,5Kg é suspenso da mesma mola. Se esta
mola for entdo puxada e solta, qual o periodo de oscilagdo?

w,= 2= 25 _ootradis 0 T, =27 =028s
m, 0,5 w,

m, = 0,5Kg

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

10 | O diafragma de um alto-falante esta vibrando num movimento harménico simples
com a frequéncia de 440Hz e um deslocamento maximo de 0,75mm .

a) Qual é a frequéncia angular deste diafragma?

w = 277f = 2764,60Hz f = 440Hz
Xm = 0,75mm = 7,5x10m

b) Qual é a velocidade maxima deste diafragma?
VM =W Xy = 2,07m/s
c) Qual é a aceleracdo maxima deste diafragma?

ay = W2 Xy = 5732,25m/s?

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo

11 | Podemos considerar que um automovel esteja montado sobre quatro molas idénti-
cas, no que concerne as suas oscilacdes verticais. As molas de um certo carro estédo
ajustadas de forma que as vibra¢gdes tenham uma frequéncia de 3,0Hz .

a) Qual a constante de elasticidade de cada mola, se a massa do carro é de 1450kg
e 0 peso estd homogeneamente distribuido entre elas?

f=3Hz
M = 1450Kg

Como o peso esté distribuido uniformemente entre as quatro molas, cada mola
suportara a quarta parte do peso total. Logo podemos definir m = M/4 e entéo:

Cap 16 www. fisica.ufpb.br/~romero 16
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W:\/E:an [l h
m m

k = 128.798,33N/m = 1,29x10°N/m

i} O k:%(z i

b) Qual serd a frequéncia de vibracdo se cinco passageiros, com média de 73kg
cada um, estiverem no carro? (Novamente, considere uma distribuicdo homogé-
nea de peso.)

mp = 73Kg

O peso dos cinco passageiros sera distribuida uniformemente entre as quatro
molas, portanto:

1 4k

=— |—— 0O f=268Hz
p 2IT\|M +5m,

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo

15 |Um corpo oscila com movimento harménico simples de acordo com a equagio:

X(t) = (6,0m) cos[(3rrrad/s) t + r3rad]

a) Em t=2,0s, qual é o deslocamento nesse movimento?

X(2) = xm cos(2w + @) X(t) = Xm cos(wt + ¢)
Mas
cos(2w + ¢) = cos(2.3m+ 13) = cos(19773) = 0,5 Xm = 6m
w = 3rrrad/s
X(2) = 6 cos(19773) = 3m ¢ = 3 rad
b) Em t=2,0s, qual é a velocidade nesse movimento?
dx
v(t) = o =-Ww X,, sen(wt +¢)

V(2) = -w Xy sen(2w + @)
Mas
sen(2w + ¢) = sen(2.3m+ 173) = sen(19773) = 0,866
v(2) = - 316 sen(1973) = -48,97m/s

c) Em t=2,0s, qual é a aceleracdo nesse movimento?

a(t) = ?j_\t/ =-w? x,, cos(wt +¢)
a(2) = -w” xy cos(2w + ¢)

cos(2w + ¢) = cos(2.3rm+ m3) = cos(1973) = 0,5

Cap 16 www. fisica.ufpb.br/~romero 17
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a(2) = - (3m)? 6 cos(19773) = -266,47m/s>
d) Em t=2,0s, qual é a fase nesse movimento?
Fase = @(t) =wt + ¢
d(2) =2w + ¢ = 1973 = 39,79rad
e) Qual é a frequéncia deste movimento?
f=w/2m=3m2m=1,5Hz
f) Qual é o periodo deste movimento?

T=1/f=2/3s

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

16

Dois blocos (m=1,0kg e M =10,0kg) e uma unica mola ( k =200N/m) estédo co-
locados em uma superficie horizontal sem atrito, como ilustra a figura abaixo. O coe-
ficiente de atrito estatico entre os dois blocos € e = 0,40 . Qual a maxima amplitude
possivel do movimento harmdnico simples, se ndo houver deslizamento entre os blo-
cos?

Vamos considerar que na figura ao lado o
conjunto esta em movimento e passou da
posicdo x = 0 ( primeira figura) e se en-
caminha para a posigao x = +xv . A forga
méaxima que os blocos exercerdo entre si
acontecera quando X = #Xy pOIS nessa
situacdo a = *ay .

Se F(x) for a for¢a que a mola exerce no
conjunto dos dois blocos, teremos essa
forca, numa posicao genérica, com a for-
ma:

FX)=(m+ M) a=Kkx

Como o0 conjunto esta sendo retar-
dado, a tendéncia do bloco menor é es-
corregar para frente, dai a forca de atrito

ser dirigida para tras. S e e
Na posicdo de elongacdo maxima f I
da mola, teremos: <P
X

Fv=(m+ M) ay=Kkxu
ou seja

Cap 16 www. fisica.ufpb.br/~romero 18
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a, =B _fk,

M+M [
Se considerarmos isoladamente o bloco menor, teremos que:

F, =ma,

Ocd

=
[
o
[
3
Q

Mas como Fa = e N, concluimos que:

mav=He Mg b aw=peg
Mas
k cm+M
ay = Hed :EWEL(M O X, :¥

Xm =0,22m = 22cm

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

18 |Um bloco esta num pistom que se move verticalmente em um movimento harménico
simples.

a) Se o MHS tem um periodo de 1,0s, em que amplitude do movimento o bloco e o
pistom irdo se separar?

A
O bloco esta sobre o pistom que oscila entre N
os limites x = #xy . Usando a Segunda Lei +xy |
de Newton, temos que:
N+P=ma x=0"7"
Acima da posicdo x =0, ou seja para x =0, 1 P,
nos temos que a=-ia XM

Nessa regido (x =0 ) a Segunda Lei de Newton toma a forma:
N-P=-ma [ N=m(g-a)

Quando o pistom esta subindo desacelerado, depois de passar por x =0, 0 va-
lor da normal N comeca a diminuir, até chegar ao seu valor minimo em X = + Xy.
Se a frequéncia aumentar, a desaceleracdo também aumentara. Existe um valor
limite da desaceleracéo para a qual o bloco ainda mantera contato com o pistom.

Nesse limite teremos a = g e consequentemente N = 0, segundo a equacgao
anterior. Com a maior desaceleragdo para uma dada frequéncia acontece nos
extremos do movimento, o pistom e o bloco ainda manterdo o contato se em
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Mas

a(to) = - w? xu cos(wto + J) = - w2 Xo

X(to) = Xo

Logo

wix, =g 0O x,=

X=+Xo ,a=g

X(t) = Xm cos(wt + 9)

O la(to)] = w” xo

9
0 W2

Xm = 0,248m = 24,8cm

O,

b) Se o pistom tem uma amplitude de 5,0cm , qual a frequéncia maxima em que o

bloco e o pistom estardo continuamente em contato?

Xm = 5cm = 0,05m
Do item anterior temos que:

9
Xy =——
M W2

2\ x,,

2,22Hz

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

22 | Duas particulas executam um movimento harménico simples com as mesmas ampli-

As particulas se passam uma pela
outra em dois instantes: t = t;

t:tz.
Quando t=t; temos que:

()= ()=2
v ()= )

I Y

Da primeira equagao temos que:

Xm COS(Wty + @) = Xy COS(Wty + @)

= XM/2
ou seja:

wt; + @a = 2n7T+ 173 (1)

Cap 16 www. Fisica.ufpb.

tudes e frequéncias ao longo da mesma linha reta. Elas passam uma pela outra, mo-
vendo-se em sentidos opostos, cada vez que o seu deslocamento é a metade da
amplitude. Qual a diferenca de fase entre elas?

o—>»
«—O

i i i >

-XM -Xml2 +Xm/2 Xm
++—0
o—>

i i i —>

-XMm -Xm/2 +Xm/2 XM
br/~romero 20
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wty + gg =2nT£ M3 (2)
Por outro lado:

dx

dt
ou seja: \

Va(t1) = -w Xum sen(wty + @p)

vg(t1) = -w Xum sen(wt; + ¢g)
Considerando que nesse problema as velocidades devem ter sentidos contrarios:
sen(wty + ¢a) = - sen(wty + ¢g)

Para que a equacao anterior juntamente com as equacdes (1) e (2) sejam validas
simultaneamente, deveremos ter:

Pa(t1) = Wiy + ¢ga = 2n77+ 773

‘-DB(tl) = wty + ¢B =2n71- 113
onde @(t) é a fase do movimento de oscilagdo considerado no instante t e ¢ é a
constante de fase.

AD = CDA(tj_) - (DB(t]_) =213

A® =273 = 120°

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicédo

23

Duas particulas oscilam em um movimento harménico simples ao longo de um seg-
mento de reta comum de comprimento A . Cada particula tem um periodo de 1,5s,

mas diferem em fase de 776rad .

a) Qual a distancia entre elas, em termos de A, 0,5s apos a particula mais atra-
sada deixar uma das extremidades do percurso?

T=15s [0 w=2mT=4m3 < A >

AP = ¢p - pp = 116

At=t-t,=0,5s | I —»
- XM + Xm

Xa(t) = Xm cos(wt + @a)
Xg(t) = Xm cos(wt + ¢g)

Em t=t; aparticula A estard na extremidade, entéo:
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Xa(t1) = Xm cos(wWty + @a) = £ X
e isso implica que:
(Wty + @p) = nm1
Considerando que t; =t; + At, temos:
Xa(tz2) = Xm cos(Wtz + @a) =

onde
wh=w(ti +At) =wt; +w At
ou seja
Xa(t2) = Xm cos[ (wWty + ¢a) + W At ] = xp cos[ niT+ w At |
e como
w At = (413) 0,5 = 2773
temos que
Xa(t2) = xm cos[ nrr+ 2773 |
Mas
cos[ nrt+ 273 ] = cos(nmcos(273)- sen(nmsen(2773) = (-1)"*(0,5)

logo

Xa(t2) = xm cos[ nt+ 2773 ] = (-1)™(0,5)
Por outro lado
Xg(t2) = Xm cos( wtz + ¢g)

Como
Pg = pa + A
temos que
Wi+ g =W (t1 +At) + (Pa+ A9 ) = (Wt + ga) + (WAL + AP)
ou seja:
wty + ¢ = N+ (WAt + A )
onde
wAt = (473) 0,5 =213
A¢ = 116
Logo
wty + ¢B =nrm+ 51776
XB(tz) = Xm COS[ N+ 5776 ]
Mas
- - n+1 \/§
cos[ nrt+ 576 | = cos(nmcos(5776)- sen(nmsen(576) = (-1) >
ou seja:

Xg(t2) = Xm cos[ nir+ 5776 | = (-1)

v V3
2

A distancia Ax que separa as duas particulas sera dada por:

v V3
2

Ax = | xa(t2) - Xa(ta) | = xm | (-1)"(0,5) - (-1)

Ax=xu|0,5-0,866 | = 0,366 Xm
Mas como
A=2 XM
Ax =0,183 A
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b) Elas estdo se movendo no mesmo sentido, em direcdo uma da outra ou estdo se

afastando?

Va(t2) = w Xy sen(wty + ¢p) = - W Xu sen(2773 + nri

ve(t2) = w Xy sen(wt, + ¢g) = - W Xy sen(5776 + nri

Mas

sen(a + ) = sena cosfB + cosa senf

logo

sen(2m3 + nn) = sen(273)cos(n7) + sen(nmcos(2773) = (-1)" sen(2773)

ou seja

sen(2m3 + nn) = (— 1)

Por outro lado:

sen(576 + nn)= sen(5776)cos(nn) + sen(nm)cos(5776) = (-1)" sen(5776)

i3
2

ou seja
sen(5716 + n7j = (—1)“”%

e finalmente:

O a2 V3

3.0)= (2

O

5

n+ 1
Sval)= (el
U

Como as duas particulas tém velocidades com mesmo sinal, elas estdo se mo-

vendo no mesmo sentido.

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo
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Cap 16

Duas molas idénticas estdo ligadas a um bloco de massa m e aos dois suportes
mostrados na figura ao lado. Mostre que a frequéncia de oscilacdo na superficie sem

atrito é:

Vamos distinguir as molas com os
rotulos k; e Kk . Considerando
gue o corpo deslocou-se de uma

www . fisica.ufpb.br/~romero
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distancia x para a direita, a partir
de sua posicdo de equilibrio em F F,
x=0 , temos que:

F, = —kle

— ~

F, = -k, Xi o o e e e e g o e >

Se considerarmos que 0 corpo vai
sentir a acao das duas molas
como se fosse apenas uma mola,
teremos:

F =-kXi
Mas de acordo com a suposicéo, a forca equivalente é igual a soma das duas forcas,

e portanto:
K=k +k, O W:\/E:f—k1+k2
m m

Mas ks =k, =k , ou seja kK =2k, e desse modo:

\/7 [2k w 1 [2k
w=,]—=.— 0 f=—=—_|—
m m 2 2\ m

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

25 | Suponha que as duas molas da figura do problema 33 tém constantes diferentes kj
e k.. Mostre que a frequéncia f das oscila¢des do bloco é entdo dada por:

f= 17 +f?

Como ja foi deduzido
logo:

ou seja:

(erff2 = Ay 2 +12) O f=i7 +i7

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

27 |Duas molas estdo ligadas entre si e conectadas a determinada massa m , como
mostra figura ao lado. A superficie € sem atrito. Se ambas as molas tiverem uma
constante de elasticidade k , mostre que a frequéncia da oscilagdo de m ¢é dada
por:

Cap 16 www. fisica.ufpb.br/~romero 24
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Vamos distinguir as molas com os ro-
tulos k; e k. Vamos considerar que a ;
mola 1 se distende de x; eamola 2  ECrooororororrrrrrrrrrrrrrrT
se distende de x, , e a distensdo do I >

conjunto é x . Logo:

X=X1+ X

Diante destas distensdes, surgem as
forgas representadas na figura ao lado:

F, = forca que a parede faz na mola da

esquerda. If3 = forca que a mola da
esquerda faz na parede. De acordo

com a Terceira Lei de Newton If3 = - lf2

A convencdo anterior sera utilizada
para todos os pares de forcas.

Quando temos apenas uma mola subs-
tituindo as duas molas mencionadas:

R, =i kX

Como as molas tém massa desprezi-
vel, € nula a resultante das forcas que
nela atuam, ou seja:

R, +R, =0
Pela Terceira Lei de Newton:

E:{l = _Rl

O

D_. _ . 1

ERZ =R,

ou seja: a forca que a mola faz no bloco tem o mesmo mddulo da forga que esta mola
faz na parede. Estamos aptos a fazer a comparacéo entre a mola Unica e o conjunto
de molas no que diz respeito as interagdes desses sistemas com a parede e o bloco.
Por outro lado, considerando o deslocamento de cada mola, teremos que:
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[

E

[

%Z :+Ik2x2

Se observarmos as forgas que atuam no sistema das duas molas encontramos que:
— — ! —
foh FR

2 = _Fz € U ,
— azz +F

ou seja: todas as forcas envolvidas tém o mesmo modulo, e portanto:

—»’ ~
F, =+ik, X,

0
0

I I

X=x,+x, O %:F—l+i—2 O %:ki-l-ki
1 2 1 2
logo:
o= Kk,
k, +k,
e entao:
_w 1 |k 1 /1 kK,
“2m 2m\m  2m\mk, +Kk,
Se k1:k2:k
f=1 | kK
21T\ 2m

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

29 | Uma mola uniforme, cujo comprimento de repouso é L , tem uma constante de forca
k . A mola é cortada em duas partes com comprimentos de repouso L; e L.

a) Quais as correspondentes constantes de forca k; e k; emtermosde n e k.
L=L;+L,
Quando a mola se distende de x, os pedacos distender-se-&0 respectivamente
de x; e Xz, tal que:
X=X1+Xo
Como a mola é uniforme, podemos supor que ao distender-se o comprimento dos
pedacos manterdo a mesma relacdo de proporcionalidade. Se D € o compri-
mento da mola quando distendida, temos que:

D=L+x [0 Di=nD, [0 Li+xi=n(L2+X)
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ou seja:
X1 =N X2
logo
L=L;+Ly=nly+Ly= (n+1)L2
e

X = X1 + X2 = NXz + X2 = (N+1)Xz

No problema 35 temos duas molas alinhadas e formando um conjunto, e encon-
tramos que todas as forcas envolvidas tém o mesmo maodulo. Assim:

F=F=F, ] kX:k1X1:k2X2
Logo
kx=kixs O K[(n+1)xz] =ki[nxs] O ki =K[(n+1)/n]
e
kx=koxo [ K(n+tl)xa] =koxo [ ky=Kk(n+l)

Se um bloco for ligado a mola original, oscila com frequéncia f . Se esta ultima
for substituida por pedacos L; ou L, a frequéncia correspondente é f; ou f,.
Ache f; e f, emtermosde f.

0oogo
N I

Sy e

3|@‘3|&‘%

o4
I

>
+
[EEY

—h
- |

K, =Jn+1 0O f =fJn+1

~|

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo

36

Cap 16

Um bloco de massa M, em repouso numa mesa horizontal sem atrito, € ligado a um
suporte rigido por uma mola de constante k. Uma bala de massa m e velocidade v
atinge o bloco como mostrado na figura a seguir. A bala penetra no bloco.

a)

Determine a velocidade do bloco imediatamente apds a coliséo.

Usando a conservagdao do mo-
mento linear, temos que:
mv=(m+M)V

ou seja:

V =

m_f S
M+M O
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Determine a amplitude do movimento harmdnico simples resultante.

A energia cinética do conjunto bala + massa logo apds a colisédo transformar-se-a
em energia potencial elastica quando a mola for comprimida e o bloco para a di-
reita. Logo:

Lmewh =dog 0w =fUeMe e mond

2

ou seja:
m?v?
X =\ K (m+ M)

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo

37 |Quando o deslocamento no movimento harménico simples é metade da amplitude

Xm

a)

Cap 16

Que fracdo da energia total é cinética? Que fracdo da energia total € potencial?

X(t) = Xu cos(wt + @)

) = %k X(t)? = %k X2 cos?(wt +¢)

O™

1
§<(t) Emv(t) —Ekx 2sen’(wt + @)

Para um dado instante t =1ty o0 deslocamento € metade da amplitude, logo:
X(t)) =xm/2 [ cos(wtp + ¢) = 1/2
A fase P(tp) tem a forma:
P(to) = wto + ¢ = 173

A energia total, ou energia mecanica E é a soma das energias cinética e poten-
cial:

E=K+u=%km

U 2

Ou(t,) = 1kx coszmﬁ—lkxfﬂﬂla e

H 2 BO 2 ®o 4

U

O 1 1 3d 3

[K(t,) = =k x2 senzmH:—kfo ="E

E 2 Lo 2 2 4
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c) Com que deslocamento, em termos da amplitude, a energia do sistema é metade
cinética e metade potencial?

Para um dado instante t=1t; a energia cinética é igual a energia potencial e cada
uma delas € a metade da metade da energia mecanica:

2E = %k X2 cos’(wt, +¢) = %k X2 sen’(wt, +¢)

Desse modo
cos(wty + @) = + sen(wty + ¢)

q)(tl) =wt + ¢ =nr+ 774
Logo:
X(t1) = Xm cos(wty + @) = Xy cos(774)

w = cosmH= Q
Xy Mo 2

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo

41 | A roda de balanco de um relégio oscila com uma amplitude angular de 7rrad e um
periodo de 0,5s.

a) Ache a velocidade angular maxima da roda.
a(t) = 6 cos(wt + ¢)
6v = rrrad
T=0,5s

o(t) = % = -w6,,sen(wt +¢)

_tpn

bv), =we, =", = 0 |ewl, =an?
Ty

b) Ache a velocidade angular da roda quando o seu deslocamento for de 772 rad .
Vamos considerar que o deslocamento tem o valor estipulado quando t =1t; .

Desse modo:
6(t,) =6, cos(wt, +¢) =~
77
2 1 m
cos(wt, +¢)=-===— [0 wt, +¢p =+—
(wt, +¢) 6. 2 o 3
Logo:

(t,) = -w8,, sen(wt, +¢) = - HEGM sen%t ggz —ES—]STEW% ;E

6(t,) = F2m’v3rad /s
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c) Ache a aceleragdo angular da roda quando o seu deslocamento for de 774 rad .

Vamos considerar que o deslocamento tem o valor estipulado quando t=1t, .
Desse modo:

6(t,) =6, cos(wt, +) =
1
cos(wt, +¢) = Q—A :% O wt, +¢ =+1318rad

o(t,) = -w8,, sen(wt, +¢) = —%TEBM sen(+1318) = —% Eﬂ(i 0,968)

O(t,) =F3872m*rad /s

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

46 |Um péndulo fisico consiste em um disco sélido uniforme (de massa M e raio R),
suportado num plano vertical por um eixo localizado a uma distancia d do centro do
disco - ver figura a seguir. O disco € deslocado um pequeno angulo e liberado. Ache
uma expressao para o0 movimento harmonico simples resultante.

Seja P o peso do disco e T a forca que o eixo T
exerce sobre esse disco. Quando esse sistema
estd em repouso a resultante das forcas e o tor-
que resultante sdo nulos. Quando ele comecga a
oscilar, o torque resultante é diferente de zero, e
tem a forma:

T=-Pdsenf=Ila

onde | é o momento de inércia do disco em
relacédo ao eixo de giro. Por outro lado:

| = lcyw + Md?

2
IZEMR2+Md2 :M?+d2%
2 2

Da primeira equagao temos que:

a+P|—dsen9 =0

Para pequenas oscila¢cdes podemos aproximar o seno pelo seu argumento, logo:

d’e JM—IngB:O ] WZ:M_gd

+
dt*> [ I
Wz\/Mgd :\/ 2gd
| R? +2d?
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Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 4°. edicéo

50 |Um cilindro sdlido esta ligado a uma mola horizontal sem massa de forma que ele
possa rolar, sem deslizamento, sobre uma superficie horizontal. A constante da mola
€ k=3,0N/m . Se o sistema for liberado de uma posi¢cao de repouso em que a mola
esteja distendida de 0,25m ,

Mostre que nessas condi¢cdes o centro de massa do cilindro executa um movi-
mento harmonico simples com periodo

T = ZHW/B—M
2k

onde M é a massa do cilindro. ( Sugestao: Ache a derivada da energia mecanica
total em relacdo ao tempo) .

lem = MR?%/2

K = Krot + Ktrans

K =%|CMW2 +%MV§M

Mas
Vem = WR
BEMR2 cx + 2MvéM :%MvéM +%MV§M :%MvéM

1

%Trans = EMVSM

[

U

0 1

EKRot = MV;M

E=K+U :EMVSM +1kx2
4 2

Como o sistema €é conservativo a energia mecanica ndo varia, e portanto:

CI—E—O O EMBZVCM c“”H+1kBZ dXH—

dt 4 0 dt g 2

s

Mas como vem Z 0, temos que:

ou seja:

RN Y

dt BM O
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O sistema considerado obedece a equacao diferencial acima, e portanto ele tem
frequéncia angular natural de:

W:& O T:iS_M
3M 2\ 2k

Ache a energia cinética translacional do cilindro quando ele passa pela posi¢éo
de equilibrio.

No ponto de elongacdo maxima a posi¢do é dada por Xy € nessa ocasido a ve-
locidade é nula. No ponto de equilibrio a elongacédo é nula e a velocidade é ma-
xima com o valor vy . Desse modo, considerando a conservagao da energia
mecanica:
:§Mv2 O v, :&x;

4 3M
e finalmente:

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicéo

52 |Uma haste de comprimento L oscila como um péndulo fisico, com eixo no ponto O,

a)

Cap 16

como mostra a figura a seguir.

Deduza uma expressao para o periodo do péndulo em termos de L e x a dis-
tancia do ponto de suspensao ao centro de massa do péndulo.

Seja P o peso da haste e T a forca que o0 eixo exerce sobre essa haste.
Quando esse sistema esta em repouso a resultante das forcas e o torque resul-
tante sdo nulos. Quando ela comeca a oscilar, o torque resultante é diferente de
zero, e tem a forma:

T=-Pxsenf=la A
A T
onde | é o momento de inércia da haste em L/2
relacéo ao eixo de giro. Por outro lado: )|
X
| = lew + Mx2 i oY
2 L/2
= LML +Mx? = ME— + X I\
12 2 | P
v L]
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Da primeira equacao temos que:

a+¥sen9 =0

Para pequenas oscilagbes podemos aproxi-
mar o seno pelo seu argumento, logo:

d29+ ]VI—IQXEB=O 0 WZ:%
il il

dt?
W:\/ng :\/ 12gx
I L +12x°

2 2
T = o L +12x
12gx

b) Para qual valor de x/L o periodo € minimo?

[

U U
ng,+1ZB>£ 0
oLog

Vamos definir:
T, = 27TJE e u= X
g L

logo:

du 12u
1- 1
T 2
ol 1 g g -1 00 u="H
du 2 1 E[Vz 12u 12
g L
0 12u
x, 1 L
u,=M=-= O x,=—
"L V12 V12

c) Mostrequese L=1,0m ,e g=29,8m/s?, esse minimo é 1,53s .

Cap 16 www . fisica.ufpb.br/~romero

33



Prof. Romero Tavares da Silva

]

T, =T(UM)=TOEJM -

12u,,

Tm=1,519s

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicédo

53

Cap 16

Uma haste longa e uniforme de comprimento L e massa m roda livremente no pla-
no horizontal em torno de um eixo vertical, através de seu centro. Uma determinada
mola com constante de forca k é ligada horizontalmente entre um extremidade da
haste e uma parede fixa, conforme figura a seguir. Quando a haste esta em equilibrio

fica paralela a parede.

Qual o periodo das pequenas oscilagbes que resultam, quando a haste é ligeira-

mente girada e liberada?

Quando a haste se desloca de um rr e e e T e e e

angulo 6 um ponto de sua extremi-
dade traga um arco de comprimento

s , e este ponto esta distante x da
posicao de equilibrio.

A mola exerce uma forca F na haste

e essa forca produz um torque 1

=-F (L/2) cos@

Para pequenas oscilagcbes podemos
aproximar cosf@ =1, logo

7=-F (L/2)

Mas F=kx,ecomo 6 é pequeno
podemos aproximar a corda ( x ) pelo |43
arco(s=06.L/2), ou seja:

x=s=0(L/2)

Desse modo:
Mas, por outro lado:

ou seja:

O 9‘+E%@:o

0m 0

S
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T =21 |0
\ 3k

€ portanto:

Capitulo 16 - Halliday, Resnick e Walker - 6°. edicdo

58 |Uma roda gira livremente em torno de seu eixo fixo. Uma mola esta ligada a um de
seus raios, a uma distancia r do eixo, como mostra a figura a seguir.

a) Considerando que a roda é um aro de
raio R e massa m , obtenha a fre-
guéncia angular de pequenas oscila-
¢Oes deste sistema em termos de m,
R, r e aconstante da mola k.

Como no problema 75, temos que:

T=-Frcosf=-Fr

Mas

F=kx=kr@

Logo
=-(kr@r=-kr’ 6
Mas por outro lado:

ou seja:

b) Como mudaria o resultado se r=R ?

\/?
W=w, = E

c¢) Como mudaria o resultadose r=07?

Quando r =R, teremos:

Se r =0, a mola estara fixa no eixo,
e consequentemente ndo exercera
influéncia na possivel oscilacdo. Da :
equacao que deduzimos para a fre- I
guéncia em funcdo dos parametros :
chegamos ao resultado que :

w=0

nessa situacao.
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